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ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÈÅ ÒÅÏËÈÖÅÂÛ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ

Öåëü ðàáîòû � îõàðàêòåðèçîâàòü òàê íàçûâàåìûå ãîðèçîíòàëüíûå ìåðû òèïà Ôîêà � Êàð-
ëåñîíà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k (k-hFC äëÿ êðàòêîñòè) äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ôîêà, à òàêæå
òåïëèöåâû îïåðàòîðû, ïîðîæäåííûå çàäàííûìè èìè ïîëóòîðàëèíåéíûìè ôîðìàìè. Ìû
ââåäåì âåùåñòâåííûå êîïðîèçâîäíûå ìåð òèïà k-hFC è ïîêàæåì, ÷òî C*-àëãåáðà, ïîðîæ-
äåííà òåïëèöåâûìè îïåðàòîðàìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì êëàññîì ñèìâîëîâ, ÿâëÿåòñÿ êîììó-
òàòèâíîé è èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíîé íåêîòîðîé C*-ïîäàëãåáðå â L∞(Rn). Ýòè ðåçóëüòà-
òû ðàñïðîñòðàíÿþòñ íà ìåðû, èíâàðèàíòíûå ïðè ñäâèãàõ âäîëü ëàãðàíæåâûõ ïëîñêîñòåé.
Áèáëèîãðàôèÿ: 13 íàçâ.
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1. Ââåäåíèå

Ïðè èçó÷åíèè òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ òèïà Áåðãìàíà âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå
àëãåáðàè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå âîïðîñû.

Àëãåáðàè÷åñêèå âîïðîñû ñâÿçàíû ñ îïèñàíèåì àëãåáð, ïîðîæäåííûõ òåïëèöåâûìè îïåðàòî-
ðàìè ñ ñèìâîëàìè èç êîíêðåòíûõ êëàññîâ. Îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ ñëó÷àåâ çäåñü îòíîñèòñÿ
ê âîïðîñó î òîì, áóäåò ëè èñêîìàÿ àëãåáðà êîììóòàòèâíîé è äîïóñêàþò ëè òåïëèöåâû îïåðàòî-
ðû, ïîðîæäàþùèå ýòó àëãåáðó, îäíîâðåìåííóþ äèàãîíàëèçàöèþ, ò.å. ñóùåñòâóåò ëè óíèòàðíûé
îïåðàòîð (ñâîé â êàæäîì ÷àñòíîì ñëó÷àå), ïåðåâîäÿùèé âñå òåïëèöåâû îïåðàòîðû â ýòîé àëãåá-
ðå â îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðûå ôóíêöèè (íàçûâàåì èõ ñïåêòðàëüíûìè ôóíêöèÿìè).
Êîíå÷íî, òàêàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ñðàçó æå âûÿâëÿåò âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåï-
ëèöåâûõ îïåðàòîðîâ.

Àíàëèòè÷åñêèå âîïðîñû ñâÿçàíû ñ êðèòåðèÿìè îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâ
ñ ñèìâîëàìè èç çàäàííîãî êëàññà, ñ ïåðåõîäîì îò ðåãóëÿðíûõ ê âñå áîëåå è áîëåå ñèíãóëÿðíûì
îáúåêòàì, âûïîëíÿþùèì ðîëü ñèìâîëîâ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, çàòðàãèâàþùåé îáà òèïà âîïðîñîâ, ïðåñëåäóåòñÿ äâå öåëè. Âî-ïåðâûõ,
ìû ðàñïðîñòðàíÿåì íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé êîíñòðóêöèþ òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ ñ ñèëüíî ñèí-
ãóëÿðíûìè ñèìâîëàìè è, âî-âòîðûõ, è ýòî íàøà ãëàâíàÿ öåëü, ñðåäè ýòèõ ñèëüíî ñèíãóëÿðíûõ

Ïåðâûé àâòîð áëàãîäàðèò óíèâåðñèòåò Êàëüäàñ çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó è ãîñòåïðèèìñòâî. Âòîðîé àâòîð
áëàãîäàðåí Èíñòèòóòó Ìèòòàã-Ëåôôëåðà çà ïîääåðæêó è ñîçäàíèå óñëîâèé äëÿ ïðîäóêòèâíîé ðàáîòû. Òðåòèé
àâòîð ÷àñòè÷íî ôèíàíñîâî ïîääåðæàí CONACYT (ïðîåêò No. 102800), Ìåêñèêà.
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ñèìâîëîâ ìû âûÿâëÿåì êëàññû, êîòîðûå ïîðîæäàþò êîììóòàòèâíûå àëãåáðû ÷åðåç òåïëèöåâû
îïåðàòîðû. Êðîìå òîãî, ìû âûïèøåì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé ýòèõ òåïëè-
öåâûõ îïåðàòîðîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F2(Cn) ïðîñòðàíñòâî Ôîêà, êîòîðîå òàêæå èçâåñòíî êàê ïðîñòðàíñòâî Ñå-
ãàëà � Áàðãìàííà (ñì. [1]�[3]), ñîñòîÿùåå èç âñåõ öåëûõ ôóíêöèé, êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ
îòíîñèòåëüíî 2n-ìåðíîé ìåðû Ãàóññà

dgn(z) = (π)−n e−|z|2dν2n(z), z ∈ Cn,

ãäå ν2n � îáû÷íàÿ ìåðà Ëåáåãà íà Cn ≃ R2n. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî F2(Cn) ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì ïîäïðîñòðàíñòâîì L2(Cn, dgn) è îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì Pn èç L2(Cn, dgn) íà F2(Cn),
íàçûâàåìûì ïðîåêòîðîì Áàðãìàííà, èìååò èíòåãðàëüíóþ ôîðìó

(Pnf)(z) =

∫
Cn

f(w)Kz(w)dgn(w), (1.1)

ãäå ôóíêöèÿ Kz : Cn → Cn ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì â òî÷êå z,

Kz(w) = ez·w, w ∈ Cn.

Äëÿ äàííîé ôóíêöèè φ ∈ L∞(Cn) òåïëèöåâ îïåðàòîð Tφ ñ îïðåäåëÿþùèì ñèìâîëîì φ äåé-
ñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå Ôîêà F2(Cn) ïî ôîðìóëå Tφf = Pn(fφ). Â ñèëó (1.1) òåïëèöåâ îïåðàòîð
Tφ ñ îãðàíè÷åííîé φ ïðåäñòàâèì â âèäå

(Tφf)(z) = π−n

∫
Cn

f(w)ez·we−|w|2φ(w)dν2n(w), z ∈ Cn. (1.2)

Èçðàëîâè÷ è Æó [4] îáîáùèëè ýòî ïîíÿòèå òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ íà ñëó÷àé, êîãäà ñèìâîëàìè
ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûå áîðåëåâñêèå ìåðû µ:

Tµf(z) = π−n

∫
Cn

ez·wf(w)e−|w|2dµ(w), z ∈ Cn. (1.3)

Åñëè µ � êîìïëåêñíàÿ ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (M), èìåííî,

sup
z∈Cn

∫
Cn

|Kz(w)|2e−|w|2d|µ|(w) <∞, (1.4)

òî îïåðàòîð Tµ, çàäàííûé ôîðìóëîé (1.3), êîððåêòíî îïðåäåëåí íà ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå âñåõ
êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âîñïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ z. Åñëè µ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî îáû÷íîé ìåðû Ëåáåãà, âñå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïåðåôîðìóëèðî-
âàòü â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè èTµ ñòàíîâèòñÿ òåïëèöåâûì îïåðàòîðîì â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå (1.2).

Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ ïðîâåäåíî â [5], ãäå Ðîçåíáëþì è
Âàñèëåâñêèé ââåëè òåïëèöåâû îïåðàòîðûTF, îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åííûìè ïîëóòîðàëèíåéíûìè
ôîðìàìè F â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì. Ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê
áîãàòîìó êëàññó òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü òåïëèöåâûìè ìíîãèå îïåðàòîðû,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ òåïëèöåâûìè â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ââåäåì ãîðèçîíòàëüíûå (îïðåäåëåíèå 4.1), α-ãîðèçîíòàëüíûå (îïðå-
äåëåíèå 6.1), L-èíâàðèàíòíûå (îïðåäåëåíèå 7.1) è αL-èíâàðèàíòíûå (îïðåäåëåíèå 7.2) ìåðû òèïà
Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ôîêà è äëÿ òåïëèöå-
âûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ òàêèìè ñèìâîëàìè, îáîáùàÿ ìíîãèå ðåçóëüòàòû èç [6, 5]. Êðîìå
òîãî, ìû ââåäåì âåùåñòâåííûå êîïðîèçâîäíûå ìåð Ôîêà � Êàðëåñîíà è èçó÷èì ãîðèçîíòàëüíûå
òåïëèöåâû îïåðàòîðû, ïîðîæäåííûå âñåìè ýòèìè òèïàìè ìåð.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â § 2 èçëîæåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: çäåñü
ìû ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ è íàïîìèíàåì íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà ãîðèçîíòàëüíûõ è L-èíâà-
ðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ. Â § 3 ââîäÿòñÿ ìåðû Ôîêà � Êàðëåñîíà, ìåðû Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ
ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k è òåïëèöèâû îïåðàòîðû, ïîðîæäåííûå ïîëóòîðàëèíåéíûìè ôîðìàìè.
Â § 4 ââîäÿòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå ìåðû òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåïëèöåâ îïå-
ðàòîðà ñ òàêîé ìåðîé â êà÷åñòâå ñèìâîëà ãîðèçîíòàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåðà Ôîêà �
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Êàðëåñîíà ãîðèçîíòàëüíà (òåîðåìà 4.1). Çàòåì ìû ïðèâåäåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ñïåêòðàëüíûõ
ôóíêöèé òàêèõ òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ (òåîðåìà 4.2). Â § 5 ââîäÿòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå òåïëèöè-
âû îïåðàòîðû, ïîðîæäåííûå ìåðàìè òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k. Ìû
ââåäåì âåùåñòâåííûå êîïðîèçâîäíûå ìåð òèïà k-FC è ïîêàæåì, ÷òî òåïëèöåâ îïåðàòîð, ïîðîæ-
äåííûé òàêèìè êîïðîèçâîäíûì, ãîðèçîíòàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîðèçîíòàëüíà ìåðà
(òåîðåìà 5.1). Çàòåì ìû ïðèâåäåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè (òåîðåìà 5.2). Â
§ 6 ìû èçó÷àåì ìåðû α-ãîðèçîíòàëüíîãî òèïà è ïîêàçûâàåì, ÷òî α-ãîðèçîíòàëüíàÿ ìåðà ÿâëÿåò-
ñÿ k-FC äëÿ F2(Cn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µα � ìåðà òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ F2(Cn)
(ïðåäëîæåíèå 6.1). Äàëåå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî C*-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ òåïëèöåâûìè îïåðàòî-
ðàìè, çàäàííûìè âåùåñòâåííûì êîïðîèçâîäíûìè 2k äëÿ ìåð òèïà (α, k)-FC, êîììóòàòèâíà è
èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíà C*-ñóáàëãåáðå äëÿ L∞(Cn). Â § 7 ìû îáîáùàåì ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû íà ñëó÷àé L-èíâàðèàíòíûõ ìåð. Íàêîíåö, â § 8 ìû ïðåäñòàâèì îñíîâíûå îáùèå ñâîéñòâà
äèàãîíàëèçèðóåìûõ òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ, èçó÷àåìûõ â äàííîé ðàáîòå.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: z = x + iy = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn, ãäå x =
(Re z1, . . . ,Re zn) è y = (Im z1, . . . , Im zn). Äëÿ z, w ∈ Cn ïèøåì

z · w =
n∑

k=1

zkwk, z2 = z · z =
n∑

k=1

z2k, |z|2 = z · z =
n∑

k=1

|zk|2.

Äëÿ ëþáûõ ìóëüòèèíäåêñà α ∈ Zn
+ è z ∈ Cn ïðèíèìàåì îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

α! = α1!α2! · · ·αn!, |α| =
∑
k=1

αk, α 6 β ⇔ αj 6 βj , α, β ∈ Zn
+,

zα = zα1
1 · · · zαn

n , zα = z1
α1 · · · znαn , ∂αf =

∂α1

zα1
1

· · · ∂
α1

zαn
n
f, ∂

α
f =

∂α1

z1
α1

· · · ∂
α1

zn
αn
f.

Îïåðàòîð

B∗ : L2(Rn) −→ L2(Cn, dgn),

çàäàííûé ôîðìóëîé

(B∗f)(z) = π−n/4

∫
Rn

f(x)e
√
2x·z− x2

2 − z2

2 dx, z ∈ Cn,

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì èç L2(Rn) íà ïîäïðîñòðàíñòâî F2(Cn) ïðîñòðàíñòâà
L2(Cn, dgn), èçâåñòíûì êàê ïðåîáðàçîâàíèå Áàðãìàííà. Åãî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

B : L2(Cn, dgn) −→ L2(Rn)

èìååò âèä

(Bf)(x) = π−n/4

∫
Cn

f(z)e
√
2x·z− x2

2 − z2

2 dgn(z), x ∈ Rn.

Ïðèìåð 2.1. Âû÷èñëèì îáðàç âîñïðîèçâîäÿùåãî ÿäðà ïðè îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Áàðã-
ìàííà, ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 6.10 èç [7] n ðàç. Ïîëó÷èì

(BKz)(x) =
n∏

j=1

π−1/4

∫
C

ezjwje
√
2xjwj−

x2
j
2 −

wj
2

2 dg(wj) = (π)−n/4e
√
2x·z− x2

2 − z2

2 , x ∈ Rn. (2.1)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè çàäàííîì h ∈ Cn îïåðàòîð Âåéëÿ Wh îïðåäåëÿåòñÿ íà L2(Cn, dgn) êàê
âçâåøåííûé îïåðàòîð ñäâèãà

Whf(z) = ez·h−
|h|2
2 f(z − h), z ∈ Cn.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Âåéëÿ Wh óíèòàðåí, W−h = W−1
h è

WhKz(w) = e−z·h−h2

2 Kz+h(w), w ∈ Cn. (2.2)
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Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ (ñì. ïîäðîáíîñòè â [6]), îáîáùåíèÿ êîòîðûõ íà ñëó÷àé òåïëèöåâûõ
îïåðàòîðîâ ñ ñèíãóëÿðíûìè ñèìâîëàìè ñîñòàâëÿþò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð S ∈ B(F2(Cn)) íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî h ∈ Rn

îí êîììóòèðóåò ñ Wih, ò.å. äëÿ êàæäîãî h ∈ Rn

WihS = SWih.

Ôóíêöèÿ φ ∈ L∞(Cn) íàçûâàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé, åñëè äëÿ êàæäîãî h ∈ Rn

φ(ζ − ih) = φ(ζ), ζ ∈ Cn.

Ëåììà 2.1 ( [6, ëåììà 3.6]). Ôóíêöèÿ φ ∈ L∞(Cn) ãîðèçîíòàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ a ∈ L∞(Rn) òàêàÿ, ÷òî φ(z) = a(Re z) äëÿ ïî÷òè âñåõ z ∈ Cn.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Áåðåçèíà [8] îïåðàòîðà S ∈ B(F2(Cn)) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

S̃(z) =
⟨SKz,Kz⟩
⟨KzKz⟩

, z ∈ Cn.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 ([6, òåîðåìà 3.7]). Ïóñòü S ∈ B(F2(Cn)). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

1. S ãîðèçîíòàëåí.

2. Ñóùåñòâóåò φ ∈ L∞(Rn) òàêàÿ, ÷òî BSB∗ =Mφ, ãäå Mφ � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà φ.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå Áåðåçèíà S̃ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé ôóíêöèåé, ò.å. S̃(z) = b(Re z) äëÿ
ïî÷òè âñåõ z ∈ Cn ñ íåêîòîðîé b ∈ L∞(Rn).

Ïðåäëîæåíèå 2.2 ([6, ïðåäëîæåíèå 3.10]). Åñëè φ ∈ L∞(Cn), òî òåïëèöåâ îïåðàòîð Tφ

ãîðèçîíòàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ � ãîðèçîíòàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 2.1 ([6, òåîðåìà 3.8]). Ïóñòü φ(z) = a(Re z) � ãîðèçîíòàëüíàÿ L∞-ôóíêöèÿ.
Òîãäà òåïëèöåâ îïåðàòîð Tφ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ BTφB

∗ = γa Id,
ãäå ôóíêöèÿ γa : Rn −→ C çàäàíà ôîðìóëîé

γa(x) = π−n/2

∫
Rn

a

(
y√
2

)
e−(x−y)2 dy, x ∈ Rn.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (V, ω) � ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V
ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé (íåâûðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé) ôîðìîé ω. Ñòàíäàðòíîé
ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé ω0 â R2n = Cn áóäåò ôîðìà ω0(z, w) = Jz · w, z, w ∈ R2n, ãäå J �
�ñòàíäàðòíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà�

J =

(
0 In

−In 0

)
,

à 0 è In � íóëåâàÿ è åäèíè÷íàÿ (n× n)-ìàòðèöû.

Äàëåå, n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L â R2n íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâîé ïëîñêîñòüþ
ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (R2n, ω0), åñëè ω0(z, w) = 0 äëÿ ëþáûõ z, w ∈ L. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Lag(2n,R) ìíîæåñòâî âñåõ ëàãðàíæåâûõ ïëîñêîñòåé â (R2n, ω0).

Ïðèìåð 2.2. Íàèïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè L ∈ Lag(2n,R) ÿâëÿþòñÿ îáå êîîðäèíàòíûå ïëîñ-
êîñòè Lx = Rn × {0} è Ly = {0} × Rn, à òàêæå äèàãîíàëü ∆ = {(x, x) : x ∈ Rn}.

Ìíîæåñòâî ñèìïëåêòè÷åñêèõ âðàùåíèé U(2n,R) îáðàçóåò ïîäãðóïïó ãðóïïû âñåõ ëèíåé-
íûõ àâòîðìîôèçìîâ R2n, ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ, ñîõðàíÿþùèõ ñòàíäàðòíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ
ôîðìó ω0. Êðîìå òîãî, U(2n,R) èçîìîðôíî óíèòàðíîé ãðóïïå U(n,C). Òàêèì îáðàçîì, êàæäóþ
ëàãðàíæåâó ïëîñêîñòü L â R2n ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì â Cn (êîòîðîå îáîçíà-
÷àåòñÿ òåì æå ñèìâîëîì L).

Ôóíêöèÿ φ ∈ L∞(R2n) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè ëàãðàíæåâûõ ñäâèãàõ (L-èíâàðèàíò-
íîé), åñëè äëÿ êàæäîãî h ∈ L

φ(z − h) = φ(z), z = (x, y) ∈ R2n.

Êàê ïîêàçàíî â [6], ðåçóëüòàòû î ãîðèçîíòàëüíûõ òåïëèöåâûõ îïåðàòîðàõ îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ
òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ ñ L-èíâàðèàíòíûìè ñèìâîëàìè).
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3. Ìåðû òèïà k-FC è òåïëèöåâû îïåðàòîðû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáîáùàåì ðåçóëüòàòû èç [4, 5, 7] î ìåðàõ òèïà Ôîêà�Êàðëåñîíà, ìåðàõ
òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k è òåïëèöåâûõ îïåðàòîðàõ, îïðåäåëåííûõ
ïîëóòîðàëèíåéíûìè ôîðìàìè, íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

3.1. Ìåðû òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Borel(Cn) áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó
Cn è ÷åðåçBreg(Cn) ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ðåãóëÿðíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð µ : Borel(Cn) → C
ñ ïîëíîé âàðèàöèåé

|µ|(B) = sup
∑
n∈N

|µ(Bn)|,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì áîðåëåâñêèì ðàçáèåíèÿì Bn ìíîæåñòâà B, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• |µ| ëîêàëüíî êîíå÷íà: |µ|(K) <∞ äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ Cn,

• µ ðåãóëÿðíà, ò.å.

|µ(A)| = sup {|µ(K)| :K � êîìïàêò, K ⊂ A} = inf {|µ(U)| : A ⊂ U è U îòêðûòî} .

Êàê áûëî óêàçàíî â § 1, äëÿ µ ∈ Breg(Cn) òåïëèöåâ îïåðàòîð Tµ ñ îïðåäåëÿþùèì ìåðîé-
ñèìâîëîì µ èìååò èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

(Tµf)(z) = π−n

∫
Cn

ez·wf(w)e−|w|2dµ(w), z ∈ Cn. (3.1)

Ïóñòü µ ∈ Breg,M (Cn) � êîìïëåêñíàÿ ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, µ ∈ Breg(Cn), óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ (1.4). Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë (3.1) ñõîäèòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Tµ êîððåêòíî
îïðåäåëåí íà ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âîñïðîèçâîäÿùèõ ôóíê-
öèé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå dµ = φdν èìååì Tµ = Tφ (ñì. ïîëíóþ áèáëèîãðàôèþ â [4, 7]). Ñ ýòîãî
ìîìåíòà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ óäîâëåòâîðÿåò (1.4).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Áåðåçèíà ôóíêöèè φ ∈ L∞(Cn) ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðà-
çîâàíèåì Áåðåçèíà òåïëèöåâà îïåðàòîðà Tφ, êîòîðîå îáîçíà÷èì φ̃. Èç èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (1.2) òåïëèöåâà îïåðàòîðà Tφ ñëåäóåò

φ̃(z) =
1

πn

∫
Cn

φ(w)e−|z−w|2dν2n(w).

Ýòî îïðåäåëåíèå áûëî ðàñïðîñòðàíåíî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð â [4]:

µ̃(z) = π−n

∫
Cn

|kz(w)|2e−|w|2dµ(w) = π−n

∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w), z ∈ Cn, (3.2)

ãäå

kz(w) = Kz(w)(Kz(z))
−1/2 = ew·z− |z|2

2 (3.3)

ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì F2(Cn). Â ÷àñòíîñòè, åñëè Tµ îãðàíè÷åí íà
F2(Cn), òî µ̃(z) = ⟨Tµkz, kz⟩ äëÿ êàæäîãî z ∈ C, ò.å. µ̃ ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Áåðåçèíà Tµ.

Îïðåäåëåíèå 3.1 (ìåðû òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà). Ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà µ íàçûâàåòñÿ
ìåðîé òèïàÔîêà � Êàðëåñîíà äëÿ F2(Cn) (êðàòêî, ìåðîé FC), åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà ω(µ) >
0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé f ∈ F2(Cn)∫

Cn

|f(w)|2e−|w|2dµ(w) 6 ω(µ) ∥f∥2F2(Cn).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïðåäîñòàâëÿåò êðèòåðèé îãðàíè÷åííîñòè äëÿ òåïëèöåâà îïåðàòîðà Tµ

ñ ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé µ â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùåãî ñèìâîëà. Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ
ìîæíî íàéòè â [4, òåîðåìû 2.3 è 3.1].

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü µ � ïîëîæèòåëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà Cn. Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.
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1. Òåïëèöåâ îïåðàòîð Tµ îãðàíè÷åí íà F2(Cn).

2. Ñëåäóþùàÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà îãðàíè÷åíà â F2(Cn) :

F(f, g) = π−n

∫
Cn

f(z)g(z)e−|z|2dµ(z).

3. µ̃ îãðàíè÷åíà íà Cn.

4. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî r = (rj)
n
j=1 ïðè rj > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî µ(Br(z)) < C

äëÿ âñåõ z ∈ Cn, ãäå C > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà è Br(z) îáîçíà÷àåò ïîëèäèñê ñ
öåíòðîì â z è �ðàäèóñîì� r.

5. µ � ìåðà òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü ìû äîêàæåì èìïëèêàöèè 1⇒2 è 2⇒3, à îñòàëüíûå ñëó÷àè ìîæíî
íàéòè â [4, 7].

1⇒ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð Tµ îãðàíè÷åí. Â ñèëó (1.3) äëÿ ëþáûõ f, g ∈ F2(Cn)

⟨Tµf, g⟩ = π−n

∫
Cn

f(w)⟨Kw, g⟩e−|w|2dµ(w) = π−n

∫
Cn

f(w)⟨g,Kw⟩e−|w|2dµ(w)

= π−n

∫
Cn

f(w)g(w)e−|w|2dµ(w) = F(f, g).

Îãðàíè÷åííîñòü Tµ ïðèâîäèò ê òðåáóåìîìó óòâåðæäåíèþ.

2⇒ 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà F îãðàíè÷åíà. Äëÿ êàæäîãî z ∈ Cn

µ̃(z) = π−n

∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w) = e−|z|2
∫
Cn

|ez·w|2e−|w|2dµ(w) = F(kz, kz),

ãäå kz � íîðìèðîâàííîå âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî â (3.3). Ïîýòîìó µ̃(z) 6 ∥F∥. �

Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå � äîïóñòèòü êîìïëåêñíîçíà÷íóþ áîðåëåâñêóþ ìåðó µ òàêóþ, ÷òî
åå âàðèàöèÿ |µ| ÿâëÿåòñÿ ìåðîé FC. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïîáî÷íîãî ïðîäóêòà ïðåäëîæåíèÿ
3.1, èç ðåçóëüòàòîâ [4] ñëåäóåò, ÷òî ñëåäóþùèå íîðìû µ ýêâèâàëåíòíû.

1. ∥µ∥1 = ∥Tµ∥.
2. ∥µ∥2 = sup

z∈Cn

|̃µ|(z).

3. ∥µ∥3 = sup
z∈Cn

|µ|(Br(z)), ãäå r � ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ n-êà.

4. ∥µ∥4 = sup
f∈F2(Cn)

∥f∥=1

{ ∫
Cn

|f(w)|2e−|w|2d|µ|(w)

}
.

3.2. Ìåðû òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k. Ðîçåíáëþì è Âàñè-
ëåâñêèè [5] ââåëè ìåðû òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k ∈ Z (êðàòêî, ìåðû
òèïà k-FC) äëÿ F2(C) è óñòàíîâèëè íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà (òåîðåìû 5.4 è 5.9). Îíè òàêæå
ââåëè òåïëèöåâû îïåðàòîðû, îïðåäåëåííûå êîïðîèçâîäíûìè ìåð k-FC. Çäåñü ìû ðàñïðîñòðàíèì
ýòè îïðåäåëåíèÿ íà ñëó÷àé F2(Cn) ñ ïîìîùüþ ìóëüòèèíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ.
Ïðèâåäåííûå íèæå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åñòåñòâåííûå ìîäèôèêàöèè îäíîìåðíîãî
ñëó÷àÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü f ∈ F2(Cn) è k ∈ Zn
+. Òîãäà äëÿ êàæäîãî z ∈ Cn,

|∂kf(z)| 6 C k!∥f∥F2(Cn)

n∏
j=1

(1 + (Rezj)
2)kj/2(1 + (Imzj)

2)kj/2e
|zj |

2

2 ,

ãäå êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò k ∈ Zn
+.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ F2(Cn) è k ∈ Zn
+. Äëÿ êàæäîãî z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn â

ñèëó èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Êîøè äëÿ íåñêîëüêèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ëþáîãî
ïîëèäèñêà Sz,r = Sz1,r1 × Sz2,r2 × . . . × Szn,rn (ãäå Szk,rk = {wk ∈ C : |wk − zk| < rk}) è ëþáîãî
r = (r1, . . . , rn) with rj > 0 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∂kf(z) = (2iπ)−nk!

∫
∂Sz,r

f(ζ)

n∏
j=1

dζj
(ζj − zj)kj+1

.

Ïîýòîìó, ïîñêîëüêó (rj + |zj |)− |ζj | > 0 äëÿ ëþáûõ ζ = (ζ1, . . . , ζj) ∈ Sz,r,

|∂kf(z)| 6 (2π)−nk!

∫
∂Sz,r

|f(ζ)|
n∏

j=1

dζj
|zj − ζj |kj+1

6 (2π)−nk!
n∏

j=1

r
−(kj+1)
j

∫
∂Sz,r

|f(ζ)|
n∏

j=1

e
(rj+|zj |)

2−|ζj |
2

2 dζj

6 (2π)−nk!

(
n∏

j=1

r
−(kj+1)
j e

(rj+|zj |)
2

2 (πr2j )
1/2

)( ∫
∂Sz,r

|f(ζ)|2e−|ζ|2dζ

)1/2

6 2−nπ−n/2k!∥f∥F2(Cn)

n∏
j=1

r
−kj

j e
(rj+|zj |)

2

2 .

Ïîëàãàÿ rj = (1 + x2j )
−1/2(1 + y2j )

−1/2 è zj = xj + iyj , ïîëó÷àåì

|∂kf(z)| 6 2−nπ−n/2k!∥f∥F2(Cn)

n∏
j=1

(1 + x2j )
kj/2(1 + y2j )

kj/2e

[1+(1+x2
j )1/2(1+y2

j )1/2|zj |]
2

2(1+x2
j
)(1+y2

j
)

= 2−nπ−n/2k!∥f∥F2(Cn)

n∏
j=1

(1 + x2j )
kj/2(1 + y2j )

kj/2e
1

2(1+x2
j
)(1+y2

j
)
+

|zj |

(1+x2
j
)1/2(1+y2

j
)1/2

+
|zj |

2

2

.

Òåïåðü, ïîñêîëüêó

|zj |
(1 + x2j )

1/2(1 + y2j )
1/2

6
√

(x2j + 1) + (y2j + 1)

(1 + x2j )(1 + y2j )
6

√
2

è
1

2(1 + x2j )(1 + y2j )
6 1

2
,

èìååì

|∂kf(z)| 6 2−nπ−n/2e
2
√

2+1
2 k!∥f∥F2(Cn)

n∏
j=1

(1 + x2j )
kj/2(1 + y2j )

kj/2e
|zj |

2

2 .

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Îïðåäåëåíèå 3.2 (ìåðû k-FC). Ïóñòü k ∈ Zn
+. Ïîëîæèòåëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ

ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ìåðîé òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà k (êðàòêî, k-FC)
äëÿ F2(Cn), åñëè ñóùåñòâóåò ωk(µ) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé f ∈ F2(Cn)∫

Cn

∣∣∂kf(w)∣∣2 e−|w|2dµ(w) 6 ωk(µ)

∫
Cn

|f(w)|2e−|w|2dν2n(w). (3.4)

Åñëè |k| = 0, òî ëþáàÿ ìåðà òèïà 0-FC åñòü â òî÷íîñòè ìåðà FC äëÿ F2(Cn). Êîìïëåêñíàÿ
ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íàçûâàåòñÿ k-FC, åñëè (3.4) âûïîëíåíî äëÿ |µ| âìåñòî µ.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç µp áîðåëåâñêóþ ìåðó íà Cn, çàäàííóþ ôîðìóëîé

µp(B) =

∫
B

n∏
j=1

(1 + x2j )
pj (1 + y2j )

pjdµ(x+ iy), B ⊂ Cn. (3.5)

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñâÿçûâàåò ìåðû k-FC è ìåðû òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ F2(Cn). Äî-
êàçàòåëüñòâî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå äîêàçàòåëüñòâà èç [5, òåîðåìà 5.4 è
ñëåäñòâèå 5.5]. Äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ïðåäëîæåíèå 5.1 â [5] íà ïðåäëîæåíèå 3.2 âûøå è âçÿòü
ïðîèçâåäåíèå ðåøåòîê, èñïîëüçîâàííûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.4 èç [5].

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü k ∈ Zn
+. Ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé òèïà k-FC

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî (è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîãî) r > 0 ñëåäóþùàÿ âåëè-
÷èíà êîíå÷íà:

Ck(µ, r) = (k!)2 sup
z∈Cn

µk(Br(z)).

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî r êîíñòàíòó ωk(µ) â (3.4) ìîæíî âçÿòü â âèäå ωk(µ) = C(r)Ck(µ, r), ãäå
C(r) çàâèñèò òîëüêî îò r. Äëÿ êîìïëåêñíîé ìåðû µ âûïîëíåíà ÷àñòü �òîãäà�.

Çàìå÷àíèå 3.1. ßâíàÿ çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû îò k áûëà ðåøàþùèì ôàêòîðîì â [5], ãäå
ðàññìàòðèâàëèñü ñèìâîëû, âêëþ÷àþùèå ïðîèçâîäíûå íåîãðàíè÷åííîãî ïîðÿäêà. Íàøà ôîðìó-
ëèðîâêà îðèåíòèðîâàíà íà èçó÷åíèå òàêèõ îáùèõ ñèìâîëîâ â áóäóùèõ ïóáëèêàöèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Äëÿ ëþáûõ p, k ∈ Zn
+ ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ

ìåðîé òèïà k-FC òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåðà µk−p ÿâëÿåòñÿ ìåðîé òèïà p-FC. Êðîìå
òîãî, Ck−p(µp, r) = Ck(µ, r).

Ïîíÿòèå ìåðû òèïà k-FC ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïîëóöåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ìóëüòèèí-
äåêñîâ k ñ ïîìîùüþ (3.5) è ïðåäëîæåíèÿ 3.4.

Îïðåäåëåíèå 3.3 (ìåðû k-FC: ðàñøèðåííàÿ âåðñèÿ). Åñëè k ∈ (Z+/2)
n, òî áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî µ � ìåðà òèïà k-FC ïðè óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíà

Ck(µ) = (k!)2 sup
z∈C

|µk|(B√
n

√
n

√
n(z))

êîíå÷íà. Çäåñü B√
n

√
n

√
n(z) îáîçíà÷àåò ïîëèäèñê â Cn ñ öåíòðîì â z = (z1, . . . , zn) è ðàäèóñîì r =√

n
√
n

√
n := (1, 1, . . . , 1), |

√
n

√
n

√
n| =

√
n (òàêîé ðàäèóñ âûáðàí çäåñü ëèøü äëÿ óäîáñòâà).

Ïðèìåð 3.1. Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ìåðà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ÿâëÿåòñÿ ìåðîé òèïà k-FC
äëÿ êàæäîãî k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè çàäàííîì k ∈ (Z+/2)

n áîðåëåâñêàÿ ìåðà

dµ(z) =

n∏
j=1

dxjdyj
(1 + x2j )

kj (1 + y2j )
kj

ÿâëÿåòñÿ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.4 ìåðîé òèïà k-FC äëÿ F2(Cn). Äåéñòâèòåëüíî,

µk(B) =

∫
B

n∏
j=1

(1 + x2j )
kj (1 + y2j )

kjdµ(x+ iy) = ν2n(B)

äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ Cn. Çäåñü µk = ν2n � îáû÷íàÿ ìåðà Ëåáåãà íà Cn.
Ïîýòîìó µk � ìåðà òèïà Ôîêà � Êàðëåñîíà äëÿ F2(Cn).

3.3. Òåïëèöåâû îïåðàòîðû, ïîðîæäåííûå ìåðàìè k-FC. Òåïëèöåâû îïåðàòîðû, ïî-
ðîæäåííûå îãðàíè÷åííûìè ïîëóòîðàëèíåéíûìè ôîðìàìè F íà F2(C) áûëè ââåäåíû â [5]. Ïðåä-
ëîæåííûé òàì ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì (ñì. ïîäðîáíîñòè â [5]).

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â îáëàñòè Ω ⊂ Cn, è A �
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì, ÿâëÿþùååñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì H ñ âîñ-
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé Kz â òî÷êå z ∈ Ω. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ Pn èç H íà A èìååò âèä
(Pnf)(z) = ⟨f,Kz⟩.

Ïóñòü F(·, ·) � îãðàíè÷åííàÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà â A. Òîãäà ïî òåîðåìå Ðèññà îá îãðà-
íè÷åííûõ ïîëóòîðàëèíåéíûõ ôîðì ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð
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T â A òàêîé, ÷òî F(f, g) = ⟨Tf, g⟩ äëÿ âñåõ f, g ∈ A. Äàëåå, òåïëèöåâ îïåðàòîð TF, ïîðîæäåí-
íûé îãðàíè÷åííîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé F è äåéñòâóþùèé íà A, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(TFf)(z) = F(f,Kz) = ⟨Tf,Kz⟩ = (Tf)(z), z ∈ Ω. (3.6)

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî H = L2(Cn, e−|w|2dν2n(w)) è A = F2(Cn). Íàøà öåëü ñîñòîèò â
ðàññìîòðåíèè òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ ïîëóòîðàëèíåéíûìè ôîðìàìè, çàäàííûìè
ìåðàìè òèïà k-FC äëÿ F2(Cn).

Ïóñòü µ � ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn), ãäå k ∈ (Z+/2)
n. Äëÿ α, β ∈ Zn

+ òàêèõ, ÷òî 2k = α+β,

ìû îáîáùèì íà n-ìåðíûé ñëó÷àé îïðåäåëåíèå êîïðîèçâîäíîé ∂∂∂α∂∂∂βµ, ââåäåííîå â [5], ñëåäóþùèì

îáðàçîì: äëÿ ôóíêöèè h = fg ∈ L1(Cn, e−|w|2dν2n(w)), f, g ∈ F2(Cn),

(∂∂∂α∂∂∂βµ, h) = (−1)α+β(µG, ∂α∂βh) = (µG, ∂αf∂βg), G(z) = e−|z|2

(ãäå (·, ·) � âíóòðåííåå ñïàðèâàíèå ìåæäó ìåðàìè è ôóíêöèÿìè), ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
èìååò ñìûñë.

Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà Fµ,α,β íà F2(Cn), àññîöèèðîâàííàÿ ñ êîïðîèçâîäíîé ∂∂∂α∂∂∂βµ, çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé

Fµ,α,β(f, g) = (∂∂∂α∂∂∂βµ, fg) = π−n

∫
Cn

∂αf(z)∂βg(z)e−|z|2dµ(z). (3.7)

Äëÿ α, β ∈ Zn
+, k ∈ (Z+/2)

n, 2k = α+β, è êîïðîèçâîäíîé ∂∂∂α∂∂∂βµ ìåðû µ òèïà k-FC îïðåäåëèì
òåïëèöåâ îïåðàòîð T∂∂∂α∂∂∂βµ êàê òåïëèöåâ îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé (3.7)

ïîñðåäñòâîì (3.6), ò.å. äëÿ f ∈ F2(Cn)

(T∂∂∂α∂∂∂βµf)(z) = Fµ,α,β(f,Kz) = π−nzβ
∫
Cn

∂αf(w)ez·we−|w|2dµ(w).

Äàëåå ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Áåðåçèíà êîïðîèçâîäíûõ ∂∂∂α∂∂∂βµ ìåðû òèïà k-FC ïî ôîðìóëå

∂̃∂∂α∂∂∂βµ(z) = zβzα
∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w), z ∈ Cn. (3.8)

Åñëè òåïëèöåâ îïåðàòîð T∂∂∂α∂∂∂βµ îãðàíè÷åí, òî ∂̃∂∂α∂∂∂βµ = T̃∂∂∂α∂∂∂βµ, ò.å.

∂̃∂∂α∂∂∂βµ(z) =
⟨T∂∂∂α∂∂∂βµKz,Kz⟩

⟨Kz,Kz⟩
= e−|z|2Fµ,α,β(kz, kz), z ∈ Cn.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 6.4
èç [5], ïîòðåáóåòñÿ ëèøü çàìåíèòü ñëåäñòâèå 5.5 èç [5] íà ïðåäëîæåíèå 3.4.

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Ïóñòü α, β ∈ Zn
+ è k ∈ (Z+/2)

n òàêèå, ÷òî α + β = 2k. Åñëè µ ∈
Breg(Cn) � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn), òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëóòîðàëè-
íåéíàÿ ôîðìà Fµ,α,β, îïðåäåëåííàÿ â (3.7), îãðàíè÷åíà.

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïóñòü µ � ìåðà k-FC äëÿ F2(Cn) è µR � ìåðà, ïîëó÷åííàÿ èç µ ñóæåíèåì
íà âíåøíîñòü øàðà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â 0. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.5 òåïëèöåâ
îïåðàòîð T∂∂∂α∂∂∂βµ îãðàíè÷åíî; êðîìå òîãî, åñëè êîíñòàíòà Ck(µR) → 0 ïðè R → ∞, òî T∂∂∂α∂∂∂βµ
êîìïàêòåí.

Åñëè µ ∈ Breg(Cn) � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn), òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ
3.5 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Aα,β òàêîé, ÷òî Fµ,α,β(f, g) = ⟨Aα,βf, g⟩
äëÿ ëþáûõ f, g ∈ F2(Cn). Òåïëèöåâ îïåðàòîð T∂∂∂α∂∂∂βµ îãðàíè÷åí, ïîñêîëüêó Fµ,α,β îãðàíè÷åí è

Aα,β = T∂∂∂α∂∂∂βµ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, äëÿ êàæäîãî g ∈ F2(Cn) ââèäó ñâîéñòâà âîñïðîèçâåäåíèÿ

è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà äëÿ âñåõ z ∈ Cn

∂αg(z) = π−n

∫
Cn

g(w)wαez·we−|w|2dν2n(w). (3.9)
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Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå Ôóáèíè, (3.7) è (3.9) äëÿ ëþáûõ f, g ∈ F2(Cn)

⟨T∂∂∂α∂∂∂βµf, g⟩ = π−n

∫
Cn

(
π−nzβ

∫
Cn

∂αf(w)ez·we−|w|2dµ(w)

)
g(z)e−|z|2dν2n(z)

= π−n

∫
Cn

∂αf(w)

(
π−n

∫
Cn

zβew·zg(z)e−|z|2dν2n(z)

)
e−|w|2dµ(w)

= π−n

∫
Cn

∂αf(w)∂βg(w)e−|w|2dµ(w) = Fµ,α,β(f, g). (3.10)

4. Ãîðèçîíòàëüíûå òåïëèöåâû îïåðàòîðû ñ ìåðàìè òèïà FC â êà÷åñòâå ñèìâîëîâ

Äëÿ çàäàííîé êîìïëåêñíîé ðåãóëÿðíîé áîðåëåâñêîé ìåðû ϱ ∈ Breg(Rn) îáîçíà÷èì ÷åðåç
µ = ϱ⊗ η òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåð ϱ è η íà Rn, ò.å. µ(A× B) = ϱ(A)η(B) äëÿ ëþáûõ A,B ∈
Borel(Rn) ñ îáû÷íûì ïðîäîëæåíèåì íà âñå áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â R2n

Îïðåäåëåíèå 4.1 (ãîðèçîíòàëüíûå ìåðû). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ ∈ Breg(Cn) ãîðèçîíòàëü-
íà, åñëè µ = ϱ⊗ νn äëÿ íåêîòîðîãî ϱ ∈ Breg(Rn), ãäå νn � ìåðà Ëåáåãà íà Rn. Êðîìå òîãî, åñëè
µ = ϱ⊗ νn � ìåðà òèïà FC äëÿ F2(Cn), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ � ìåðà hFC.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó èíúåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåðåçèíà òåï-
ëèöåâûõ îïåðàòîðîâ Tµ ñ ìåðàìè òèïà FC â êà÷åñòâå ñèìâîëîâ. Õîòÿ äëÿ áëèæàéøèõ öåëåé
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó ïðè |k| = 0, ìû äîïóñêàåì ëþáîå k ∈ (Z+/2)

n, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ íèæå
â òåîðåìå 5.1.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü k ∈ (Z+/2)
n è µ ∈ Breg(Cn) � êîìïëåêñíàÿ ìåðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ (M) (ñì. (1.4)). Åñëè

(Re z)2k
∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w) = 0 èëè (Im z)2k
∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w) = 0

äëÿ ëþáûõ z ∈ Cn, òî µ � íóëåâàÿ ìåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(Re z)2k
∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w) = 0

äëÿ âñåõ z ∈ Cn. Ïóñòü Ψ: Cn × Cn → C � îòîáðàæåíèå âèäà

Ψ(z, w) =
∑
β62k

(
2k
β

)∫
Cn

w2k−βew·ζzβez·ζe−|ζ|2dµ(ζ) = (w + z)2k
∫
Cn

ew·ζez·ζe−|ζ|2dµ(ζ).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ∆ â Cn ñîãëàñíî òåîðåìå Ôóáèíè∫
∂∆

Ψ(z, w)dz =
∑
β62k

(
2k
β

)∫
Cn

w2k−βew·ζ

( ∫
∂∆

zβez·ζdz

)
dµ(ζ) = 0,

∫
∂∆

Ψ(z, w)dw =
∑
β62k

(
2k
β

)∫
Cn

zβez·ζ

( ∫
∂∆

w2k−βew·ζdw

)
dµ(ζ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû Õàðòîãñà Ψ � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Cn × Cn è

Ψ(z, z) = e|z|
2

2|2k|(Rez)2k
∫
Cn

e−|ζ−z|2dµ(ζ) = 0.
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Òîãäà â ñèëó [9, ïðåäëîæåíèå 1.69] èìååì Ψ ≡ 0. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Φ: Cn × Cn → C,

Φ(z, w) =

∫
C

ez·ζew·ζe−|ζ|2dµ(ζ),

óäîâëåòâîðÿåò Φ(z, w) = 0 äëÿ âñåõ z ̸= −w. Îäíàêî èç òåõ æå ðàññóæäåíèé äëÿ Ψ ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ Φ àíàëèòè÷åñêàÿ â Cn × Cn è ïîýòîìó íåïðåðûâíà. Òàêèì îáðàçîì, Φ ≡ 0 â Cn × Cn.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè dς(u, v) = e−|u+iv|2dµ(u+ iv), òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Rn∫
Rn×Rn

e−i(x,y)·(u,v)dς(u, v) =

∫
Rn×Rn

e(−y+ix)·(u+iv)+(y+ix)·(u−iv)dς(u, v)

=

∫
Cn

e(−y+ix)·ζ+(y+ix)·ζe−|ζ|2dµ(ζ) = Φ(y + ix,−y + ix) = 0,

ò.å. ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � Ñòèëòüåñà îãðàíè÷åííîé êîìïëåêñíîé ìåðû ς â Rn × Rn ðàâíî
0. Òàêèì îáðàçîì, ς ≡ 0 â ñèëó èíúåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � Ñòèëòüåñà (ñì. [10,
ïðåäëîæåíèå 3.8.6]) è, ñëåäîâàòåëüíî, µ ≡ 0.

Äàëåå, åñëè

(Im z)2k
∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w) = 0

äëÿ ëþáûõ z in Cn, òî äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ñêàçàííîå âûøå, íàäî ëèøü
çàìåíèòü Ψ ôóíêöèåé

ψ(z, w) =
∑
β62k

(
2k
β

)
(−1)β

∫
Cn

w2k−βew·ζzβez·ζe−|ζ|2dµ(ζ) = (w − z)2k
∫
Cn

ew·ζez·ζe−|ζ|2dµ(ζ).

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 4.2. Ïóñòü ϱ � êîìïëåêñíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ìåðà íà Rn òàêàÿ, ÷òî µ = ϱ ⊗ νn ∈
Breg,M (Cn). Òîãäà äëÿ êàæäîãî z = x+ iy ∈ Cn∫

Cn

e−|z−w|2dµ(w) = πn/2

∫
Rn

e−(t−x)2 dϱ(t). (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = x+ iy ∈ Cn. Òîãäà∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w) =

∫
Cn

e−|x+iy−w|2dµ(w) =

∫
Rn

∫
Rn

e−|(x−t)+i(y−v)|2dϱ(t)dνn(v)

=

∫
Rn

∫
Rn

e−(x−t)2−(y−v)2dϱ(t)dνn(v) =

( ∫
Rn

e−(y−v)2dνn(v)

)( ∫
Rn

e−(x−t)2dϱ(t)

)

= πn/2

∫
Rn

e−(x−t)2dϱ(t).

Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 4.1 (êðèòåðèé äëÿ hFC ìåð). Ïóñòü µ � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà FC äëÿ F2(Cn).
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Tµ ãîðèçîíòàëåí.

2. µ̃ çàâèñèò òîëüêî îò Re z.

3. µ èíâàðèàíòíà ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ ñäâèãàõ, ò.å. µ(X + ih) = µ(X) äëÿ êàæäîãî áîðåëåâ-
ñêîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Cn è êàæäîãî h ∈ Rn.

4. µ(Y × (Z + h)) = µ(Y × Z) äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Y, Z ⊂ Rn è êàæäîãî h ∈ Rn.

5. µ � ãîðèçîíòàëüíàÿ ìåðà, ò.å. ñóùåñòâóåò ϱ ∈ Breg(Rn) òàêàÿ, ÷òî µ = ϱ⊗ νn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ⇔ 2. Åñëè µ � ìåðà FC äëÿ F2(Cn), òî òåïëèöåâ îïåðàòîð Tµ îãðàíè-
÷åí. Ïîýòîìó â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ýòîò îïåðàòîð ãîðèçîíòàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Áåðåçèíà çàâèñèò òîëüêî îò Re z.

2 ⇒ 3. Ïóñòü h ∈ Rn, X ∈ Borel(Cn). Ïîëîæèì µh(X) = µ(X + ih). Äëÿ êàæäîãî z ∈ Cn

µ̃h(z) =

∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w + ih) =

∫
Cn

e−|(z+ih)−w|2dµ(w) = µ̃h(z + ih)

äëÿ ëþáûõ f ∈ F2(Cn). Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî z ∈ Cn

λ̃h(z) =

∫
Cn

e−|z−w|2dλh(w) = 0,

ãäå λh = µh − µ. Ýòî çíàêîïåðåìåííàÿ ìåðà òàêàÿ, ÷òî |λh|(B) 6 |µh|(B) + |µ|(B) äëÿ âñåõ
B ∈ Borel(Cn), |λh| óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (M) è äëÿ êàæäîé f ∈ F2(Cn)∫

Cn

|f(z)|2e−|z|2d|λh|(z) 6
∫
Cn

|f(z)|2e−|z|2d|µh|(z) +
∫
Cn

|f(z)|2e−|z|2d|µ|(z)

=

∫
Cn

|f(z − ih)|2e−|z−ih|2d|µ|(z) + ω(µ)∥f∥2=
∫
Cn

|eih·z+h2

2 Wihf(z)|2e−|z−ih|2d|µ|(z) + ω(µ)∥f∥2

=

∫
Cn

|eih·z|2eh
2

|Wihf(z)|2e−(|z|2+z·ih−ih·z+h2)d|µ|(z) + ω(µ)∥f∥2 = ω(µ)∥W−ihf∥2 + ω(µ)∥f∥2.

Òàê êàê W−ih óíèòàðåí íà ïðîñòðàíñòâå Ôîêà, ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî λh � ìåðà FC äëÿ F2(Cn).
Òîãäà â ñèëó ëåììû 4.1 ñ |k| = 0 ìû âèäèì, ÷òî λh � íóëåâàÿ ìåðà, ò.å. äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî
ìíîæåñòâà X ⊂ Cn èìååì µ(X + ih) = µ(X) äëÿ êàæäîãî h ∈ Rn.

3 ⇒ 4. Èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà.

4 ⇒ 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(Y × (Z + h)) = µ(Y × Z) äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ
Y,Z ∈ Borel(Rn) è êàæäîãî h ∈ Rn. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ΨY : Borel(Rn) → [0,+∞] ôîð-
ìóëîé ΨY (Z) = µ(Y × Z). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ΨY � ìåðà íà Rn òàêàÿ, ÷òî ΨY (C) < +∞ äëÿ
ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà C â Rn, ïîñêîëüêó µ ðåãóëÿðíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ΨY ðåãó-
ëÿðíà â ñèëó [11, òåîðåìà 2.18]. Êðîìå òîãî, ΨY èíâàðèàíòíà ïðè ñäâèãàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ΨY

ïðîïîðöèîíàëüíà ìåðå Ëåáåãà [11, § 2.20, òåîðåìà (d)], ò.å. ñóùåñòâóåò ÷èñëî ϱ(Y ) òàêîå, ÷òî
µ(Y × Z) = ϱ(Y )νn(Z) äëÿ êàæäîãî Z ∈ Borel(Rn). Òîãäà ϱ � ïîëîæèòåëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ áî-
ðåëåâñêàÿ ìåðà íà Rn, ïîñêîëüêó µ(Y × [0, 1]n) = ϱ(Y ) äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Y ∈ Borel(Rn).
Ïîýòîìó µ ãîðèçîíòàëüíà.

5 ⇒ 1. Åñëè µ = ϱ ⊗ νn � ìåðà òèïà hFC äëÿ F2(Cn), òî â ñèëó (3.2) è ëåììû 4.2 ïðåîáðà-
çîâàíèå Áåðåçèíà µ̃ òåïëèöåâà îïåðàòîðà Tµ èìååò âèä

µ̃(z) = π−n/2

∫
Rn

e−(x−u)2dϱ(u). (4.2)

Ïîýòîìó â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1 òåïëèöåâ îïåðàòîð Tµ ãîðèçîíòàëåí. �

Òàê êàê êîìïëåêñíàÿ ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé òèïà FC òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå âàðèàöèÿ |µ| ÿâëÿåòñÿ ìåðîé FC, òåîðåìà 4.1 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ òàêîãî
òèïà ìåð. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé òåïëèöåâ îïåðàòîð ñ ãîðèçîíòàëüíîé ìåðîé â êà÷åñòâå
ñèìâîëà óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ èç L∞(Rn).

Òåîðåìà 4.2 (äèàãîíàëèçàöèÿ òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ). Ïóñòü µ = ϱ⊗ νn � ìåðà hFC äëÿ
F2(Cn). Òîãäà òåïëèöåâ îïåðàòîð Tµ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó BTµB

∗ = γϱ Id, ãäå
ôóíêöèÿ γϱ : Rn → C çàäàíà ôîðìóëîé

γϱ(x) =

(
2

π

)n/2 ∫
Rn

e−(x−
√
2y)2dϱ(y), x ∈ Rn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = B∗MγϱB. Òîãäà â ñèëó (2.1), (3.3) è òåîðåìû Òîíåëëè ïðîñòû-
ìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî z = u+ iv ∈ C

S̃(u+ iv) = ⟨B∗Mγϱ ,Bku+ivku+iv⟩ =
2n/2

πn

∫
Rn

( ∫
Rn

e−(x−
√
2y)2e−(

√
2u−x)2dx

)
dϱ(y)

=

(
1

πn

∫
Rn

e−(y−u)2dϱ(y)

)( ∫
Rn

e−(t−u)2dt

)
= πn/2

∫
Rn

e−(y−u)2dϱ(y).

Â ñèëó (4.2) ïîñëåäíèé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Áåðåçèíà µ̃ îïåðàòîðà Tµ, ãäå µ =
ϱ⊗ νn. Ïîýòîìó ââèäó èíúåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåðåçèíà S = Tµ ñ µ = ϱ⊗ νn. �

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òåîðåì 4.1 è 4.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè ϱ ∈ Breg(Rn), òî γϱ ∈ L∞(Rn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϱ⊗ νn �
ìåðà FC äëÿ F2(Cn).

5. Ãîðèçîíòàëüíûå òåïëèöåâû îïåðàòîðû, ïîðîæäåííûå ìåðàìè òèïà k-FC

Ïóñòü k ∈ (Z+/2)
n. Åñëè µ� ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn), òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.5 òåïëèöåâ

îïåðàòîð T∂∂∂α∂∂∂βµ , ïîðîæäåííûé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé Fµ,α,β , îãðàíè÷åí äëÿ α, β ∈ Zn
+

òàêèõ, ÷òî 2k = α+ β. Òàêèì îáðàçîì, ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà

Gµ,2k =
∑
β62k

(
2k
β

)
Fµ,2k−β,β (5.1)

îãðàíè÷åíà, êàê òîëüêî îãðàíè÷åí òåïëèöåâ îïåðàòîð TGµ,2k
; êðîìå òîãî, äåéñòâèå ïîñëåäíåãî

îïåðàòîðà çàäàåòñÿ â âèäå

TGµ,2k
=
∑
β62k

(
2k
β

)
T∂∂∂2k−β∂∂∂βµ.

Â ñèëó (5.1) äåéñòâèå òåïëèöåâà îïåðàòîðà TGµ,2k
íà f ∈ F2(Cn) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå èíòå-

ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

(TGµ,2k
f)(z) = π−n

∑
β62k

(
2k
β

)
zβ
∫
Cn

(∂2k−βf)(w)ez·we−|w|2dµ(w), z ∈ Cn.

Ñëåäóÿ (3.7), ââåäåì âåùåñòâåííóþ êîïðîèçâîäíóþ ∂∂∂2kR µ ìåðû µ ïî ôîðìóëå

∂∂∂2kR µ =
∑
β62k

(
2k
β

)
∂∂∂2k−β∂∂∂βµ = (∂∂∂ + ∂∂∂)2kµ.

Â ñèëó (3.10) T∂∂∂2k
R µ := TGµ,2k

� åäèíñòâåííûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî

⟨T∂∂∂2k
R µf, g⟩ = Gµ,2k(f, g)

äëÿ ëþáûõ f, g ∈ F2(Cn). Òåïåðü â ñèëó (3.8) ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Áåðåçèíà ∂̃∂∂2kR µ
ðàâíî

∂̃∂∂2kR µ(z) = π−n
∑
β62k

(
2k
β

)
zβz2k−β

∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w)

= 2|2k|π−n(Rez)2k
∫
Cn

e−|z−w|2dµ(w), z ∈ Cn. (5.2)

Òåîðåìà 5.1 (êðèòåðèé äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ ìåð k-FC). Ïóñòü k ∈ (Z+/2)
n è µ � ïîëî-

æèòåëüíàÿ ìåðà k-FC äëÿ F2(Cn). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. T∂∂∂2k
R µ ãîðèçîíòàëåí.

2. ∂̃∂∂2kR µ çàâèñèò òîëüêî îò Re z.
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3. µ èíâàðèàíòíà ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ ñäâèãàõ, ò.å. µ(X + ih) = µ(X) äëÿ êàæäîãî áîðåëåâ-
ñêîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Cn è êàæäîãî h ∈ Rn.

4. µ(Y × (Z +h)) = µ(Y ×Z) äëÿ ëþáûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Y, Z ⊂ Rn è êàæäîãî h ∈ Rn.

5. µ � ãîðèçîíòàëüíàÿ ìåðà, ò.å. ñóùåñòâóåò ϱ ∈ Breg(Rn) òàêîå, ÷òî µ = ϱ⊗ νn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè òàêîå æå, êàê äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1. Çäåñü
ìû èñïîëüçóåì ëåììó 4.1 äëÿ ëþáûõ |k| ̸= 0. �

Â ñèëó òåîðåìû 5.1 êàæäûé òåïëèöåâ îïåðàòîð T∂∂∂2k
R µ ñ âåùåñòâåííîé êîïðîèçâîäíîé ∂∂∂2kR µ

ïîðÿäêà 2k íåêîòîðîé ãîðèçîíòàëüíîé ìåðû µ â êà÷åñòâå ñèìâîëà ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì
îïåðàòîðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1 îí óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó óìíî-
æåíèÿ íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ èç L∞. Ìû ïðèâåäåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ýòîé L∞-ôóíêöèè.

Òåîðåìà 5.2 (äèàãîíàëèçàöèÿ T∂∂∂2k
R µ). Ïóñòü k ∈ (Z+/2)

n è µ = ϱ ⊗ νn � ìåðà k-hFC äëÿ

F2(Cn). Òîãäà òåïëèöåâ îïåðàòîð T∂∂∂2k
R µ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó

BT∂∂∂2k
R µB

∗ = γϱ,2k Id,

ãäå ôóíêöèÿ γϱ,2k : Rn → C îïðåäåëåíà ôîðìóëîé

γϱ,2k(x) =

(
2

π

)n/2 ∫
Rn

H(n)
2k (

√
2x− y)e−(x−

√
2y)2dϱ(y), x ∈ Rn; (5.3)

çäåñü H(n)
m � ïðîèçâåäåíèå ýðìèòîâûõ ïîëèíîìîâ Hmj , ò.å.

H(n)
m (t) =

n∏
j=1

(−1)mjet
2
j
dmj

dt
mj

j

(e−t2j ), t = (tj)
n
j=1 ∈ Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = B∗Mγϱ,2k
B. Òîãäà â ñèëó (2.1) è òåîðåìû Òîíåëëè ïðîñòûìè

âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî z = u+ iv ∈ C

S̃(u+ iv) = e−|u+iv|2
∫
Rn

γϱ,2k(x)|(BKu+iv)(x)|2dx

=
2n/2

πn

∫
Rn

( ∫
Rn

H(n)
2k (

√
2x− y)e−(x−

√
2y)2e−(

√
2u−x)2dx

)
dϱ(y)

=
2n/2

πn

∫
Rn

e−(y−u)2

( ∫
Rn

H(n)
2k (

√
2x− y)e−(

√
2x−(y+u))2dx

)
dϱ(y)

=

(
1

πn

∫
Rn

e−(y−u)2dϱ(y)

)( ∫
Rn

H(n)
2k (t)e−(t−u)2dt

)

=

(
1

πn

∫
Rn

e−(y−u)2dϱ(y)

)(
n∏

j=1

∫
Rn

H2kj (tj)e
−(tj−uj)

2

dtj

)
=

22|k|(Re z)2k

πn/2

∫
Rn

e−(y−u)2dϱ(y)

(ôîðìóëà 7.374- 6 èç [12], ïðèìåíåííàÿ n ðàç.) Â ñèëó (5.2) è (4.1) ïîñëåäíèé èíòåãðàë åñòü

â òî÷íîñòè ïðåîáðàçîâàíèå Áåðåçèíà ∂̃∂∂2kR µ îïåðàòîðà T∂∂∂2k
R µ, ãäå µ = ϱ ⊗ νn. Ïîýòîìó ââèäó

èíúåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Áåðåçèíà S = T∂∂∂2k
R µ ñ µ = ϱ⊗ νn. �
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6. Ìåðû òèïà (α, k)-hFC äëÿ F2(Cn) ïðè k > α

Çàìåòèì, ÷òî åñëè µ = ϱ⊗νn � ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn), òî µk, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (3.5),
èìååò âèä µk = ϱk ⊗ νn,−k, ãäå

ϱk(X) =

∫
X

n∏
j=1

(1 + x2j )
kjdϱ(x), X ∈ Borel(Rn),

νn,−k(Y ) =

∫
Y

n∏
j=1

dyj
(1 + y2j )

−kj
, Y ∈ Borel(Rn).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè µ � ìåðà k-hFC, òî µk íå áóäåò ãîðèçîíòàëüíîé ìåðîé òèïà FC äëÿ F2(Cn).
Äëÿ ó÷åòà äàííûõ îáñòîÿòåëüñòâ ââåäåì ïîíÿòèå α-ãîðèçîíòàëüíûõ îáúåêòîâ.

Îïðåäåëåíèå 6.1 (α-ãîðèçîíòàëüíûå ìåðû). Ïóñòü α ∈ Zn. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ ∈
Breg(Cn) α-ãîðèçîíòàëüíà, åñëè ñóùåñòâóåò ϱ ∈ Breg(Rn), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó µ =
ϱ⊗ νn,α, ãäå

dνn,α(y) =
n∏

j=1

dyj
(1 + y2j )

αj
.

Êðîìå òîãî, åñëè µ = ϱ⊗ νn,α � ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ � ìåðà òèïà
(α, k)-hFC; åñëè |α| = |k| = 0, òî µ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé hFC, êàê îïðåäåëåíî âûøå.

Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ïóñòü α ∈ Zn è k, p ∈ (Z+/2)
n. Êîìïëåêñíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ ÿâëÿ-

åòñÿ ìåðîé (α, k)-hFC äëÿ F2(Cn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µk−p � ìåðà (p+α− k, p)-hFC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà (α, k)-hFC äëÿ F2(Cn). Òî-
ãäà µ � ìåðà k-FC äëÿ F2(Cn) òàêàÿ, ÷òî µ = ϱ⊗ νn,α äëÿ íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé ìåðû ϱ íà Rn.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.4 µk−p ÿâëÿåòñÿ ìåðîé p-FC äëÿ F2(Cn) è

µk−p(X) =

∫
X

n∏
j=1

(1 + x2j )
kj−pj (1 + y2j )

kj−pjdϱ(x)dνn,α(y) = ϱk−p ⊗ νn,p+α−k(X)

äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà X â Cn. Çäåñü ϱk−p îáîçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó

ϱk−p(Y ) =

∫
Y

n∏
j=1

(1 + x2j )
kj−pjdϱ(x).

Îáðàòíî, åñëè µk−p � ìåðà (p + α − k, p)-hFC, òî µk−p � ìåðà òèïà p-FC äëÿ F2(Cn) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, µ � ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn) â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.4. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò
ϱ ∈ Breg(Rn) òàêàÿ, ÷òî µk−p = ϱ⊗ νn,p+α−k. Òàêèì îáðàçîì,

µ(X) =

∫
X

n∏
j=1

(1 + x2j )
pj−kj (1 + y2j )

pj−kjdµk−p(y)

=

∫
A

n∏
j=1

(1 + x2j )
pj−kj (1 + y2j )

pj−kjdϱ(x)dνn,p+α−k(y) = ϱp−k ⊗ νn,α(X)

äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Cn. Çäåñü ϱp−k îáîçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó

ϱp−k(Y ) =

∫
Y

n∏
j=1

(1 + x2j )
pj−kjdϱ(x).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �
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Òåïåðü, åñëè α, k ∈ (Z+/2)
n òàêèå, ÷òî k > α, è µ = ϱ ⊗ νn,α � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà òèïà

(α, k)-hFC äëÿ F2(Cn), òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.1 µα � ìåðà òèïà (0, k − α)-hFC äëÿ F2(Cn),
ò.å. µα = ϱα ⊗ νn,0, ãäå

dϱα(y) =
n∏

j=1

(1 + y2j )
αjdϱ(y),

ÿâëÿåòñÿ ìåðîé (k−α)-FC, êîòîðàÿ ãîðèçîíòàëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 5.1 òåïëèöåâ
îïåðàòîð T

∂∂∂
2(k−α)
R µα

ãîðèçîíòàëåí è â ñèëó òåîðåìû 5.2 óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó

BT
∂∂∂

2(k−α)
R µα

B∗ =Mγϱα,2(k−α)
,

ãäå γϱα,2(k−α) òàêàÿ æå, êàê â (5.3).

7. L-èíâàðèàíòíûå ìåðû òèïà k-FC

Ïóñòü L � ëàãðàíæåâà ïëîñêîñòü ñèìïëåêòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (R2n, ω0). Â
ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáîáùèì ðåçóëüòàòû î ìåðàõ òèïà k-hFC íà ñëó÷àé L-èíâàðèàíòíûõ ìåð
òèïà k-FC.

Îïðåäåëåíèå 7.1 (L-FC). Ïóñòü L ∈ Lag(2n,R). Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ áîðåëåâ-
ñêàÿ ìåðà µ íà Cn íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè ëàãðàíæåâûõ ñäâèãàõ (êðàòêî, L-èíâàðèàíòíà),
åñëè äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà E â Cn è êàæäîãî h ∈ L

µ(E − h) = µ(E).

Â ÷àñòíîñòè, L = iRn ñîîòâåòñòâóåò ãîðèçîíòàëüíîìó ñëó÷àþ. Êðîìå òîãî, åñëè k ∈ (Z+/2)
n è

µ � ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn), êîòîðàÿ L-èíâàðèàíòíà, òî ìû ïðîñòî ãîâîðèì, ÷òî µ � ìåðà
k-L-FC.

Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè U(2n,R) [13, ïðåäëîæåíèå 43] è ââèäó èçîìîðôèçìà U(2n,R) ≃
U(n,C) ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà X ∈ U(n,C) òàêàÿ, ÷òî XL = iRn. Äëÿ X ∈ U(n,C)
îáîçíà÷èì ÷åðåç VX ëèíåéíûé îïåðàòîð VX : L2(Cn, dgn) → L2(Cn, dgn), çàäàííûé ôîðìóëîé

(VXf)(z) = f(X∗z), z ∈ Cn. (7.1)

Òàê êàê X∗ = X−1 ∈ U(n,C), VX � óíèòàðíûé îïåðàòîð òàêîé, ÷òî V ∗
X = VX−1 . Áîðåëåâñêàÿ

ìåðà µ íà Cn ñîîòíîñèòñÿ ñ ìåðîé µX íà Cn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µX(E) = µ(XE) = µ ({Xz : z ∈ E}) äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâE. (7.2)

Çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðíîñòü µ âëå÷åò ðåãóëÿðíîñòü µX. Êðîìå òîãî, µ � ìåðà FC äëÿ F2(Cn) ïðè
óñëîâèè, ÷òî µX � ìåðà FC. Òîãäà â ñèëó (7.1) äëÿ êàæäîãî f ∈ F2(Cn)∫

Cn

|f(w)|2d|µX|(w) =
∫
Cn

|f(Xz)|2d|µ|(z) =
∫
Cn

|(VX−1f)(z)|2d|µ|(z).

Êðîìå òîãî, µ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé òèïà hFC òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µX ÿâëÿåòñÿ ìåðîé L-FC,
ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà E

µX(E − h) = µ(XE −Xh) = µ(XE − it) = µ(XE) = µX(E).

Ïîýòîìó, åñëè µ � ìåðà L-FC, òî µX∗ ãîðèçîíòàëüíà è â ñèëó òåîðåìû 4.1 µX∗ = ϱ ⊗ νn äëÿ
íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîé áîðåëåâñêîé ìåðû ϱ. Òàê êàê ìàòðèöà X ∈ U(n,C), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
XL = iRn, íå åäèíñòâåííà, äëÿ ëþáîãî äðóãîãî Y ∈ U(n,C) òàêîãî, ÷òî YL = iRn, èìååì
µY∗ = η ⊗ νn è

µX∗(E) = µY∗(YX∗E), E ∈ Borel(Cn).

Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî t 7→ YX∗t � àâòîìîðôèçì iRn.

Ïðåäëîæåíèå 7.1. Ïóñòü L ∈ Lag(2n,R) è X ∈ U(n,C) ôèêñèðîâàíû òàê, ÷òî XL =
iRn. Åñëè k ∈ (Z+/2)

n, òî C*-àëãåáðà T (k-L-FC), ïîðîæäåííàÿ òåïëèöåâûìè îïåðàòîðàìè
T∂∂∂2k

R µ, èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíà C*-àëãåáðå T (k-hFC), ïîðîæäåííîé òåïëèöåâûìè îïåðàòî-

ðàìè T∂∂∂2k
R η.
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Ïðèìåð 7.1. Ïóñòü L = Rn × {0}è µ � ìåðà (α, k)-L-FC. Çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ñèì-
ïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà J ïîâîðà÷èâàåò ëàãðàíæåâó ïëîñêîñòü {0} × Rn â Rn × {0}, ò.å.(

0 In
−In 0

)(
0
x

)
=

(
x
0

)
.

Ïîýòîìó, åñëè X = −iIn ∈ U(n,C), òî â ñèëó (7.2)

µ(E × F ) = µ(XX∗(E × F )) = µX(X∗(E × F )) = µX((−F )× E) = ϱ(−F )νn(−E).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 6.1 ìåðà µα ÿâëÿåòñÿ ìåðîé (0, k − α)-hFC äëÿ F2(Cn), ãäå

µα = ϱα ⊗ νn,0, dϱα(y) =
n∏

j=1

(1 + y2j )
αjdϱ(y).

Ïîýòîìó â ñèëó (5.3) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

γϱα,2(k−α)(x) =

(
2

π

)n/2 ∫
Rn

H(n)
2(k−α)(

√
2x− y)e−(x−

√
2y)2

n∏
j=1

(1 + y2j )
αjdϱ(y), x ∈ Rn;

çäåñü H(n)
2(k−α) � ïðîèçâåäåíèå ýðìèòîâûõ ïîëèíîìîâ H2(kj−αj), ò.å.

H(n)
2(k−α)(t) =

n∏
j=1

et
2
j
d2(kj−αj)

dt
2(kj−αj)
j

(e−t2j ), t = (tj)
n
j=1 ∈ Rn.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü ∆ =
{
(x, x) ∈ R2n : x ∈ Rn

}
è µ � ìåðà k-∆FC. Ïîñêîëüêó(

In In
−In In

)(
0
x

)
=

(
x
x

)
,

åñëè X = 1
2 (In − iIn) ∈ U(n,C), ñ ó÷åòîì (7.2) èìååì

µ (E × F ) = µ (XX∗ (E × F )) = µX(X∗(E × F )) = µX

(
(E + F )

2
× (F − E)

2

)
= ϱ

(
E + F

2

)
νn

(
F − E

2

)
.

Îïðåäåëåíèå 7.2 (αL-èíâàðèàíòíàÿ ìåðà). Ïóñòü L ∈ Lag(2n,R), X ∈ U(n,C) ôèêñèðî-
âàíû è XL = iRn. Åñëè α ∈ Zn, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ ∈ Breg(Cn) αL-èíâàðèàíòíà, åñëè
µX∗ α-ãîðèçîíòàëüíà. Êðîìå òîãî, åñëè k ∈ (Z+/2)

n è µ � ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn), êîòîðàÿ
αL-èíâàðèàíòíà, òî ìû ïðîñòî ãîâîðèì, ÷òî µ � ìåðà (α, k)-L-FC.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü L ∈ Lag(2n,R), X ∈ U(n,C) ôèêñèðîâàíû è XL = iRn. Åñëè α ∈ Zn

è k ∈ (Z+/2)
n, k > α, òî C*-àëãåáðà T ((α, k)-L-FC), ïîðîæäåííàÿ òåïëèöåâûìè îïåðàòîðàìè

T
∂∂∂

2(k−α)
R µX∗,α

, èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíà T ((α, k)-hFC).

Íàêîíåö, ìû âûðàçèì óñëîâèÿ òåîðåì 5.1, 5.2 è 7.1 â òåðìèíàõ ñàìîé ìåðû µ. Äëÿ ýòîãî
ââåäåì L-âåùåñòâåííûå êîïðîèçâîäíûå.

Îïðåäåëåíèå 7.3 (L-âåùåñòâåííûå êîïèðîèçâîäíûå). Ïóñòü L ∈ Lag(2n,R), X ∈ U(n,C)
ôèêñèðîâàíû è XL = iRn. Åñëè k ∈ (Z+/2)

n è µ � ìåðà òèïà k-FC äëÿ F2(Cn), òî

∂∂∂2kR,Lµ = ∂∂∂2kR µX∗ (7.3)

íàçûâàåòñÿ k-é L-âåùåñòâåííîé êîïðîèçâîäíîé ìåðû µ.

Òåîðåìà 7.2 (êðèòåðèé äëÿ ìåð k-L-FC). Ïóñòü L ∈ Lag(2n,R), X ∈ U(n,C) ôèêñèðîâàíû,
XL = iRn, k ∈ (Z+/2)

n è µ � êîìïëåêñíàÿ ìåðà k-FC äëÿ F2(Cn). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

1. W−hT∂∂∂2k
R,LµWh = T∂∂∂2k

R,Lµ for êàæäîãî h ∈ L.

2. ∂̃∂∂2kR,Lµ � L-èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ.
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3. µ L-èíâàðèàíòíà, ò.å. µ(X + h) = µ(X) äëÿ êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Cn è
êàæäîãî h ∈ L.

4. µX∗ � ãîðèçîíòàëüíàÿ ìåðà, ò.å. ñóùåñòâóåò ϱ ∈ Breg(Rn) òàêîå, ÷òî µX∗ = ϱ⊗ νn.

Ïóñòü L ∈ Lag(2n,R), X ∈ U(n,C) ôèêñèðîâàíû, XL = iRn, k ∈ (Z+/2)
n è µ � êîìïëåêñíàÿ

ìåðà k-L-FC lkz F2(Cn). Òîãäà µX∗ ãîðèçîíòàëüíà, ò.å. µX∗ = ϱ⊗ νn, è åñëè çàïèñàòü X â âèäå

X = X1 +X2,

ãäå

X1 =

(
A B
0 0

)
, X2 =

(
0 0
C D

)
,

òî ïîëó÷èì

µ(Y × Z) = µX∗(X(Y × Z)) = ϱ(X1(Y × Z))νn(X2(Y × Z))

äëÿ ëþáûõ Y, Z ∈ Borel(Rn).

Òåîðåìà 7.3 (äèàãîíàëèçàöèÿ T∂∂∂2k
R,Lµ). Ïóñòü L ∈ Lag(2n,R), X ∈ U(n,C) ôèêñèðîâàíû,

XL = iRn, k ∈ (Z+/2)
n è µ � ìåðà k-L-FC äëÿ F2(Cn). Òîãäà òåïëèöåâ îïåðàòîð T∂∂∂2k

R,Lµ

óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó BT∂∂∂2k
R,LµB

∗ = γϱ,2k Id, ãäå µX∗ = ϱ⊗νn è γϱ,2k çàäàíà â (5.3).

Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü L ∈ Lag(2n,R), X ∈ U(n,C) ôèêñèðîâàíû è XL = iRn. Åñëè α ∈ Zn

è k ∈ (Z+/2)
n, óäîâëåòâîðÿþùèõ k > α, òî C*-àëãåáðà T ((α, k)-L-FC), ïîðîæäåííàÿ òåïëèöå-

âûìè îïåðàòîðàìè T
∂∂∂

2(k−α)
R,L µα

èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíà T ((α, k)-hFC).

8. Îáùèå ñâîéñòâà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (hFC), T (k-hFC), T ((α, k)-hFC) è T (k-L-FC) C*-àëãåáðû, ïîðîæäåííûå
âñåìè òåïëèöåâûìè îïåðàòîðàìè, îïðåäåëåííûìè ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåðàìè â êà÷åñòâå ñèìâî-
ëîâ: ãîðèçîíòàëüíûìè FC, ãîðèçîíòàëüíûìè k-FC, ãîðèçîíòàëüíûìè (α, k)-FC è L-èíâàðèàíòíûìè
k-FC (îïðåäåëåííûìè â § 4, 5, 6 è 7) ñîîòâåòñòâåííî.

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò â ýòèõ ïàðàãðàôàõ óñòàíàâëèâàåò óíèòàðíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàññìàò-
ðèâàåìûõ òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ T∗ è îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ íà èõ ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè
γ∗ è äàåò òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ýòèõ ôóíêöèé, ñâîèõ äëÿ êàæäîãî òèïà ðàññìàòðèâàåìûõ ìåð-
ñèìâîëîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(hFC), G(k-hFC), G((α, k)-hFC), è G(k-L-FC) C*-àëãåáðû, ïîðîæäåííûå
âñåìè ñïåêòðàëüíûìè ôóíêöèÿìè γ∗, ñâîèìè äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ ÷åòûðåõ òèïîâ ìåð-
ñèìâîëîâ.

Ïóñòü, íàêîíåö, T (∗) � êàêàÿ-ëèáî èç óêàçàííûõ âûøå àëãåáð òåïëèöåâûõ îïåðàòîðîâ è
G(∗) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà ôóíêöèé. Òîãäà, êàê áûëî îòìå÷åíî â § 1, ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû î äèàãîíàëèçàöèè âûÿâëÿþò áîëüøèíñòâî îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåïëèöåâûõ
îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 8.1. C*-àëãåáðà T (∗) êîììóòàòèâíà è èçîìåòðè÷åñêè èçîìîðôíà (è äàæå óíè-
òàðíî ýêâèâàëåíòíà) C*-àëãåáðå G(∗). Èçîìîðôèçì

π∗ : T (∗) −→ G(∗)

ïîðîæäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì

π∗ : T∗ 7−→ γ∗.

Íîðìà êàæäîãî îïåðàòîðà T ∈ T (∗) ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñàì è èìååò âèä

∥T∥ = rT = sup |π∗(T)|.

Ñïåêòð êàæäîãî îïåðàòîðà T ∈ T (∗) ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì îáëàñòè çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîé
ôóíêöèè γ = π∗(T).

Êàæäîå îáùåå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî F2(Cn) äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ èç T (∗) èìååò
âèä B∗(L2(M)), ãäå M � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî Rn.
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